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Exercice 1 5 points
Commun a tous les candidats

Une fabrique de desserts glacés dispose d'une chaine automatisée pour remplir des cones de glace.

Partie A

Les cones de glace sont emballés individuellement puis conditionnés en lots de 2 000 pour la vente en
gros. On considere que la probabilité qu'un cone présente un défaut quelconque avant son condition-
nement en gros est égale a 0,003.

On nomme X la variable aléatoire qui, a chaque lot de 2000 cones prélevés au hasard dans la produc-
tion, associe le nombre de cones défectueux présents dans ce lot. On suppose que la production est
suffisamment importante pour que les tirages puissent étre supposés indépendants les uns des autres.

1. La variable aléatoire donne le nombre de cones défectueux et on suppose que les 2000 tirages
sont indépendants les uns des autres. De plus, la probabilité qu'un cone soit défectueux est de
0,003.

On peut donc dire que la variable aléatoire X suit la loi binomiale de parametres n = 2000 et
p =0,003.

2. Siun client recoit un lot contenant au moins 12 cones défectueux, I'entreprise procede alors a un

échange de celui-ci.

L'événement « un lot n’est pas échangé » se produit quand le nombre de cones défectueux est
inférieur ou égal a 11, donc correspond a X < 11.

11
P(X<11)=) P(X=k)

k=0
On calcule les probabilités (arrondies a 1079) ;

k | P(X=k) | P(X<k)
0 | 0,00246 | 0,00246
1| 0,01478 | 0,01724
2 | 0,04446 | 0,06170
3 | 0,08910 | 0,15080
4 | 013385 | 0,28465
5 | 0,16078 | 0,44544
6 | 0,16086 | 0,60630
7 | 0,13788 | 0,74419
8 | 0,10336 | 0,84755
9 | 0,06884 | 0,91639
10 | 0,04124 | 0,95763
11 | 0,02245 | 0,98007

Donc la probabilité qu'un lot ne soit pas échangé est 0,980 au millieme.

Partie B

Chaque cone est rempli avec de la glace a la vanille. On désigne par Y la variable aléatoire qui, a chaque
coOne, associe la masse (exprimée en grammes) de créme glacée qu’il contient.

On suppose que Y suit une loi normale .4 (110 ; 02), d’espérance p =110 et d’écart-type .

Une glace est considérée comme commercialisable lorsque la masse de créme glacée qu’elle contient
appartient a I'intervalle [104; 116].
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On sait que la probabilité de I'événement « une glace est commercialisable » est 0,98, ce qui signifie que
P(104 <Y <116) =0,98.

Y -110
D’apres le cours, on sait que, si Y suit la loi normale de parametres y =110 et g, alors laloi Z =

o

suit la loi normale centrée réduite (de moyenne 0 et d’écart type 1).

6 Y-110 6
104< Y <116 <= -6<Y-110<6 < —— < < — donc
o o o

o o
On peut représenter la situation par le graphique ci-dessous :
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P(104 <Y <£116) =0,98 <— P(—— <Z< —) =0,98

| 98%
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N

6
On peut en déduire que P (Z < —) =0,99.
o

On peut le démontrer en utilisant un résultat connu du cours: P(—t < Z < 1) =2P(Z < 1) - 1.
On cherche donc la valeur ¢ telle que P(Z < #) = 0,99 sachant que la variable aléatoire Z suit la loi
normale centrée réduite ; on trouve a la calculatrice ¢ = 2,326.

6
Onadonc: — =2,236 <— ~0 < 0 ~2,58.
o

2,236

Une valeur approchée a2 107! prés du paramétre o telle que la probabilité de 'événement «la glace est
commercialisable » soit égale a 0,98 est 2,6.

Vérification

Si Y suit la loi normale de parametres ;1 =110 et o = 2,6 alors P(104 < Y < 116) = 0,979.

Sion prend o = 2,5 on trouve P(104 < Y < 116) = 0,984.

Enfin en prenant o = 2,7 on trouve P(104 < Y < 116) = 0,974.

La valeur approchée a 10~ pres de o qui donne la probabilité la plus proche de 0,98 est 2,6.

Partie C

Une étude réalisée en 'an 2000 a permis de montrer que le pourcentage de Francais consommant régu-
lierement des glaces était de 84 %.
Lintervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95% d'un pourcentage p dans une population de

taille n est :
vpl-p) vpl-p)
Y i p+1,96——
Vn Vvn

I=|p-1,9

On a n =900 et p = 0,84 donc l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95% du pourcentage
de Francais consommant régulierement des glaces en 2000 est :

I1=10,84-1 96\/0’84XO’16-0 84+1 96‘/0’84X 0181+ 10,816;0,8641
) ’ \/% ’ ’ ) m ’ ’ )
En 2010, sur 900 personnes interrogées, 795 d’entre elles déclarent consommer des glaces, ce qui fait

. 795
une proportion de f = 900 ~0,883.

Or f ¢ I donc on ne pas pas affirmer, au niveau de confiance de 95 %, que le pourcentage de Francais
consommant régulierement des glaces est resté stable entre 2000 et 2010.
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Exercice 2 5 points

Commun a tous les candidats

1. Affirmation 1 : vraie
Le point d’affixe (-1 + )10 est situé sur I'axe imaginaire.

Explication
z=(-1+ D)= ((=1+?)°; (-1+ )2 = 2i donc z = 2i)® =32
i? = -1 donc i* = 1 et donc i° = i; on en déduit que z = 32i qui est un imaginaire pur.

2. Affirmation 2 : fausse
Dans!’ensemble des nombres complexes, I'équation z—z+2—-41i = 0 admet une solution unique.
Explication
On écrit z sous la forme a+ ib ou a et b sont des réels et on résout 'équation (E) : z—z+2-4i=0
(B) = a+ib—(a+ib)+2-4i=0 < a+ib—(a—ib)+2-4i=0
< a+ib-a+ib+2-4i=0 < 2ib+2-4i=0 < (2b—4)i=2 ce qui est impossible.
3. Affirmation 3 : vraie
In(e®
In (\/?) + In EGZ; = eln3—ln4

Explication

1 9
ln(\/ e7) = %ln(e7)=g;ln(e9)=9etln(e2)=2donc 12(6 ) :g

1 9
Doncln(\/?)+ n(e ) =;+§=E=8

eln2+ln3

In(e?) 2
3 3
In2+In3 =In(2 x 3) = In6 donc e"2+n3 = ¢n6 — G- |n3 _ng= an donc en3-In4 — glng _ n
eln2+ln3 3 6 3 4 3
DOHCm—g—Gxg—S
4

4. Affirmation 4 : vraie

In3 X 3
f ¢ dx:—ln(—)
0o e‘+2 5

Explication

Soit u la fonction définie sur R par u(x) = e* +2; cette fonction est dérivable sur R et ' (x) = e*.

De plus cette fonction est strictement positive sur R.
X !
u
estdelaforme

eX+2 u(x)
X

Doncl’expression qui a pour primitive In (#(x)). La fonction f définie

sur R par f(x) = a pour primitive sur R la fonction F définie par F(x) =In(e* +2).

eX+2

In3 e*
Donc f dx =F(n3)- F(0)
o e*¥+2

F(In3) =In(e™3+2)=In(3+2) =In5; F(0) =In (e’ +2) =In3

In3 eX 3
f dx=In5-In3=-(In3-In5)=-1n-
0 et+2 5

5. Affirmation 5 : fausse
Léquation In(x — 1) —In(x + 2) = In4 admet une solution unique dans R.
Explication
Lexpression In(x—1) —In(x+2) n'existe que si x—1 > 0 et x+2 > 0 donc on va résoudre 'équation
In(x—1)-In(x+2) =In4 dans l'intervalle I=]1; +oo[.
x—-1-4(x+2) _
x+2 -

x—1 x—1
Inx-1)-In(x+2)=In4 << In——=In4 & — =4 — 0
x+2 x+2

x—1-4x-8 -3x-9
— =0 = =0 << x=-3etx#-2
x+2 x+2

Mais —3 ¢ I donc I'équation n’a pas de solution dans R.
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Exercice 3 5 points

Commun a tous les candidats

—_ - —

Lespace est rapporté a un repére orthonormé (O, 1,7,k )
On donne les points A(1; 0; —1),B(1; 2; 3),C(-=5; 5; 0) et D(11; 1; —2). Les points I et ] sont les milieux

— 1 —
respectifs des segments [AB] et [CD]. Le point K est défini par BK = gBC .

. - . (1+1 0+2 -1+3
1. a. Le point I est le milieu de [AB] donc a pour coordonnées 5 ; 2 ; 2 =(1;1;1).
: s . (-5+11 5+1 0-2
Le point ] est le milieu de [CD] donc a pour coordonnées ( 2 ; 2 ; 2 ) =(3;3;-1).

R ]_ R —— R ——
Le point K est défini par BK = §BC ; le vecteur BC a pour coordonnées (-5-1;5-2;0-3) =

— 11—
(—6;3; —=3) donc BK = EBC a pour coordonnées (—2; 1; —1).

XK —Xg = —2 xx=-2+1 xx=-1
Donc{ yk—-yg=1 — { yx=1+2 —~ { ¥y)x=3
zZk—zg = —1 zgk=-1+3 zZKk =2

Donc le point K a pour coordonnées (—1; 3; 2).

b. Les points I, J et K définissent un plan 31 et seulement si ces trois points ne sont pas alignés.
On va donc regarder siles vecteurs IJ etIK sont colinéaires.

Le vecteur II a pour coordonnées (3—1;3-1; -1-1) =(2;2; -2).

Le vecteur IT<> apour coordonnées (—1—-1;3-1;2-1) =(-2;2; 1).

Or xp x (=) = xp etyp x (=1) # y donc les vecteurs IJ et IK ne sont pas colinéaires.
Les trois points I, ] et K définissent un plan.

c. Levecteur ; de coordonnées (3; 1; 4) est un vecteur normal au plan (IJK) si et seulement si il
est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires de ce plan.
K'Il,: 3x2+1x2+4x(=2)=0= n_)J_ U_> } donc 7 est un vecteur normal au plan (IJK).
nIK=3x(-2)+1x2+4x1=0=n LIK
Le plan (IJK) est alors ’ensemble des points M tels que IM et 72 soient orthogonaux.
Si M a pour coordonnées (x; y; z), le vecteur M a pour coordonnées (x—1; y—1;z—1).
IML17n & IM7=0<> 3(x-1)+1(y—1)+4(z—1) =0 <> 3x+y+4z-8=0.
Le plan (IJK) a pour équation 3x+ y+4z—-8=0.
2. Soit £ le plan d’équation 3x+ y+4z—-8 =0.

a. Ladroite (BD) a pour vecteur directeurl_S—ﬁ de coordonnées (11-1; 1-2; —2-3) = (10; —1; -5).
La droite (BD) passe par le point B et a pour vecteur directeur le vecteur de coordonnées

x=1+10¢
(10; —1; —5) donc elle a pour représentation paramétrique:< y=2-t¢ outelR
z=3-5t¢t
b. Pour chercher sile plan £ et la droite (BD) sont sécants, on résout le systéme :
x=1+10¢ x=1+10¢
y=2-t y=2-t
z=3-5¢ - z=3-5¢
3x+y+4z-8=0 31+10)+(2—-1) +4(3-51) —
x=1+10¢ x=1-30 x=-29
y=2-t y=2+3 y=5
- z2=3-5¢ )| z=3+15 ~ ) z=18
9+9r=0 t=-3 t=-3

Donc la droite (BD) et le plan £2 sont sécants en un point L de coordonnées (—29; 5; 18).

c. Le vecteur B—ﬁ a pour coordonnées (10; —1; —5), et le vecteur ﬁ a pour coordonnées
(1-(-29);2-5;3—-18) =(30; —3; —15). Les vecteurs BD et LB sont différents donc le point L
n’est pas le symétrique du point D par rapport au point B.
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Exercice 4 5 points

Candidats n’ayant pas suivi renseignement de spécialité

On considere la fonction f définie sur l'intervalle [0; +oco[ par f(x) =5— et
X

O(x+2)—4x1 4
(x+2)?2  (x+2)?
Donc la fonction f est strictement croissante sur [0; +oo[.

1. fl(x)=0- >0 sur [0; +ool.

2. Onrésout dans [0; +oo[ I'équation f(x) = x:

4 5(x+2)—4—x(x+2) 5x+10—-4—x%-2x
f)=x = 5-——=x < =0 =0
+2 xX+2 x+2
—x2+3x+6 9
— =0 <= —x*+3x+6=0etx+2#0
x+2
Onrésout —x> +3x+6=0;A=9-4x6x(—1) =33>0.
. -3-v33 3+v33 3-v33
Les solutions sont donc > = > et .
Cette deuxiéme solution est négative donc I'unique solution de I'équation f(x) = x dans l'inter-
3+v33
valle [0; +oo[esta = — ~4,37.

3. On considere la suite (u,) définie par ug = 1 et, pour tout entier naturel n, u,+1 = f (u).
Sur la figure de annexe 1, on place les points My, M; et M, d’ordonnée nulle et d’abscisses res-
pectives uy, u; et uy ; voir page ?2.
On peut conjecturer que la suite (u,) est croissante et converge vers a.

4. a. Soit 2, la propriété 0 < u, < Up+1 < Q.

11
e Pourn=0, u,l:uo:letuml:ul=f(u0)=5—m=?;deplusa:4,37.

11
Onald<1< 3 < a ce qui veut dire que la propriété est vraie au rang 0.

* On suppose la propriété vraie au rang p > 0, autrement dit: 0 < up < Up4 < a.
On sait d’apres la question 1. que la fonction f est strictement croissante sur [0; +oo[;
donc: 0 < up S up < a= f(0) < flup) < flupa1) < fla)
fO) =320, f(up) = up+1 et fup+1) = Up2.
De plus, a est solution de 'équation f(x) = x donc f(a) = a.
Onadonc 0 < up+1 < Upt2 < @; on peut dire que la propriété est vraie aurang p + 1.

* Lapropriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire ; donc la propriété est vraie pour tout
entier naturel n.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, 0 < u, < Up41 < Q.
b. Pour tout n, u, < u,4 donc la suite (u;,) est croissante.
Pour tout n, u, < a donc la suite (u,) est majorée par a.
Donc, d’apres le théoreme de la convergence monotone, la suite (u,) est convergente.

n
5. Pour tout entier naturel n, on définit la suite (S;) par S, = Z U = U+ Uy + -+ Up.

k=0
11 14
a. 50=u0=1;81=u0+u1=1+?=?=3,7
11 73 14 73 457
So=up+u+uy=S1+u;ur=f()=f|—|=—donc S, =—+—=—=x9,0
2012122/6(1)10(3)17 2= 3t =51

b. On complete I'algorithme donné en annexe 2 pour qu’il affiche la somme S,, pour la valeur
de l'entier n demandée a l'utilisateur ; voir page 2.

c. On sait que la suite (u,) est croissante donc, pour tout n de N, 1, > ug.
Or up =1, donc, pour tout n, u, > letdonc S, =ug+uy +...+up > n+1.

Or lirP n+ 1= +oo donc, d’apres les théorémes de comparaison sur les limites :
n—+oo
lim S, =+c0
n—+oo
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Exercice 4 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

On considére I'algorithme suivant, ol A et B sont des entiers naturels tels que A< B:

Entrées: A et B entiers naturels tels que A< B

Variables : D est un entier
Les variables d’entrées A et B

Traitement: Affectera D lavaleurde B— A
Tant que D >0
B prend la valeur de A
A prend la valeur de D
Si B> A Alors
D prendlavaleurde B— A
Sinon
D prend la valeur de A— B
Fin Si
Fin Tant que

Sortie: Afficher A

1. Onentre A= 12 et B = 14. On remplit le tableau donné en annexe; voir page ?2.
La valeur affichée par I'algorithme est 2.

2. Cet algorithme calcule la valeur du PGCD des nombres A et B.
En entrant A =221 et B = 331, 'algorithme affiche la valeur 1.

a. On a fait tourner I'algorithme pour A = 221 et B = 331 donc le PGCD de 221 et 331 est 1; ces
deux nombres sont donc premiers entre eux.
D’apres le théoréme de Bézout, on peut dire qu'il existe des entiers relatifs x et y tels que
221x-331y =1 (équation (E)).
b. 221 x3-331x2 =663 -662 =1 donc le couple (3 ; 2) est une solution de (E).
(B) 221xx - 331xy =1
221x3 — 331x2 =1
221(x—-3) —331(y—2) =0 par soustraction
Donc 221(x - 3) = 331(y — 2) et donc 221 divise 331(y — 2). Or on sait que 221 et 331 sont
premiers entre eux donc, d’apres le théoréme de Gauss, 221 divise y — 2.
On peut donc dire que y—2 =221k ou1 k€ Z et donc que y =2 +221k.
De 221(x —3) = 331(y — 2) on déduit 221(x — 3) = 331 x 221k ce qui équivaut a x —3 = 331k;
donc x =3+331k.
Lensemble solution de I'équation (E) est {(3+331k; 2+221k)}, ,

3. On considere les suites d’entiers naturels (u,) et (v,) définies pour tout entier naturel n par

U0=3

=2+221net
tn ne { Upe1 = Up+331

a. La suite (v,) est arithmétique de raison r = 331 et de premier terme vy = 3; donc, pour tout
entier naturel n, v, = vo+ nxr =3+331n.
b. up=vy = 2+221p=3+331q < 221p-331g=1
D’apres les questions précédentes, ona: (p, q) = (3+331k, 2+221k) ez
0< p<500 < 0<3+331k <500 = ke{0,1}
0< g<500 < 0<2+221k <500 = ke{0,1,2}
Pour k=0, (p, q) = (3, 2) donc u3 = v, = 665.
Pour k=1, (p, q) = (334, 223) donc uz3s = V223 = 73816.

}:ke{o,l}
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réservé aux candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

uz

Annexe 1 de I'exercice 4

44k

u

réservé aux candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Annexe 2 de I'exercice 4

Entrée:

Variables:

Initialisation :

Traitement :

Sortie:

n un entier naturel

u et s sont des variables réelles

n et i sont des variables entieres

u prend la valeur 1

s prend la valeur u

i prend la valeur 0

Demander la valeur de n

Tantque i< n
Affecter a i lavaleur i +1
Affecter a u la valeur f(u)
Affecter a slavaleur s+ u

Fin Tant que

Afficher s

\
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Annexe de I'exercice 4 — Spécialité

réservé aux candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

A B D
12 14 2
2 12 10
10 2 8
8 10 2
2 8 6
6 2 4
4 6 2
2 4 2
2 2 0
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