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Equations
différentielles

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser plus particulierement aux possibilités offertes par la
TI-Nspire CAS pour la résolution d'équations différentielles linéaires, puis pour la résolution de
systemes différentiels linéaires.
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TI-Nspire CAS en prépa

1. Résolution pas a pas d’une équation différentielle

Nous allons étudier ici ’équation différentielle y” + ' — 2y = cos(3x).

Comme nous le verrons dans la suite, la TI-Nspire CAS sait résoudre directement cette équation, mais
dans certains cas, le but d’un exercice est précisément de s’assurer que I’on a bien assimilé les

méthodes a utiliser.

Pourquoi ne pas le faire ici, tout en laissant le soin a la calculatrice de faire pour nous les calculs un

peu fastidieux ?

1.1 Résolution de I’équation homogéne

On doit tout d’abord rechercher les solutions de 1’équation homogeéne, et pour cela résoudre 1’équation

caractéristique X24x-2=0:

f+ 1: Actions
Lig 21 Mombre

x= 3 Algébre
?d 4: Analyse
L

[zs] 7: Matrice &

>

15er

5: Probabilitd3: Développer
X 6: Statistiqueld: Zéros

5: Résolution numeérique

Iz

RAD AUTO REEL i

sol‘ve():2 +x—2=0,:-::I

3]

x=-2orx=1

#118: Fonctions |6: Cutils Polyndmes b
71 Qutils Fraction ¥
8: Convertir une expression ¥
9: Trigonométrie »
A:Complexe ¥
B:Extract H &
C:Solveur Finance — e
Nous savons que les solutions sont alors du type z(x) = de™ + Be 2% Vérifions-le :
11 RAD AUTO REEL ] 1.1 RAD AUTO REEL ]
W
solveLr2+x—2=0,x) x="2orx=1 ] solve(xz+Jc—2=0,acjI w=-Zorx=1[]
z(x):=a-ex+b-e-2'x Terming zl:x:l:=a-ex+b-e-2lx Termind
STTET T 2 0
£ | &’ |+0] e ¢ || 55 {88 M O B A PP
ol | e 8] | | e 2o o[ 4 ds® ax
fo o I |
™ ™
| 299 399
1.2 Solution particuliere
Il reste a trouver une solution particuliére de 1’équation compléte y” + 3" — 2y = cos(3x).
D’aprés le cours, nous savons que 1’on peut chercher cette solution sous la forme
f(x)=acos(3x)+ bsin(3x).
(C’est vrai car 3 n’est pas solution de 1I’équation x2ax-—2= 0).
) . o . 3b—1la=1
On peut calculer la valeur de f”(x)+2f"(x)—2f(x), puis résoudre le systéme 30 11p—0 ue
—3a — =

I’on obtient en identifiant I’expression obtenue lors du calcul f”(x)+2/f"(x)—2f(x) avec cos(3x).
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Equations différentielles 3

1.1 RAD AUTD REEL ] 1.1 RAD AUTD REEL i

L (e o2k " ? TR z
(3-5-11-a)-cosl3x)+{-3-a-11-)sinl3-x)
] :

J‘{x:l:=a-cos(3-x)+b-sin|:3-x) Ferpiné
;—Xz(ffx)ﬁi(f(x))—zﬁx)

(3-5-11-a)-cos(2x)+{-3-a—11-b)sin(3x)

solveHslb_ll.a:l {a,b}

Beg—11-B=0"

5/99 | 69

11 suffit ensuite de demander la valeur de f (x

~—

en tenant compte du dernier résultat :

1.1 RAD AUTO REEL B
Moo o0 T )
a= ar b—i
130 130
f‘:x:l|a= Al b=i
30 130
3-sin|:3-x) _ 11-cos(3-x:|
130 130
o
?fgg|

On peut ensuite construire la solution en ajoutant ce résultat a I’expression de la solution générale de

I’équation homogene, présente un peu plus haut dans I’historique des calculs, et utiliser cette somme
pour définir une fonction s :

1.1 RAD AUTD REEL 1.1 RAD AUTD REEL ]

Moo o0 T "I1

|
= a= and b=——m =
e 11 and b= 3 130 130
130 130 -
f(x)|a= 11 and b=i
130 130
3-sin(3-xj _ ll-cos(?)-xj
3eainl ey . ) 130 130
B ol
J2]

sl:x:l:= 3-sin|:3-x) _ 11-cos(3-x:||

130 130

1.1 RAD AUTD REEL ] 1.1 RAD AUTD REEL i

TT > Al &
130 and A 130 3-sjn(3-xj _ ll-cos(B'xj
130 130
-11 3
f{x:l|a= 20 and b=E l:X:l:= 3-sin(3-x) 11-cos(3-x:| +z(x) Terming
= ol
= J2]

5 -
3-sin|:3-x) _ 11-cos(3-x) 130 130

130 120 shel  -11-cos(3) . 3-sin{3-x) oo 2y

130 120

s(x):— 3-sin(3-x:| _ 11-cos(3-x:| +z(x)

130 130 |
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TI-Nspire CAS en prépa

1.3 Solution avec conditions initiales

On peut maintenant déterminer a et b si on impose des conditions initiales.

Supposons que 1’on cherche par exemple a avoir s(0)=1 et s'(0) =

que I’on obtient avec ces deux conditions :

0. II suffit de résoudre le systéme

1.1 RAD AUTOD REEL
i ) LoLT E
s(x):= 3-sin(3-x3 _ 11-cos(3-x) e Ferming
130 130
s(x) -ll-cos(S-x) Se 51n(3 x)
130 130

s(x)=1
solvel | 4 pe=0,

P g

T ]

1.1 RAD AUTO REEL |

sl -11-cosk3-x}+3-51nk3-x}+ T

=
B a8
130 130
SEX)=1 { }
solve|| 4 _ pe=0,1a.b
~sbd)-o
a=iand E:l=i
]
2]

On peut ensuite demander ’expression de s(x) en tenant compte de ces valeurs de a et b.

Il est également possible d’utiliser ces deux valeurs pour définir une fonction (écran de droite) :

1.1 RAD AUTO REEL i 1.1 RAD AUTD REEL 7]
L ! @ _ El
7 5 130 120 13 10 [

g=—-4and b=—o .

10 12 y(x):=s(x)|a=iand pe Terming

10
s(x)|cz=iand b=i
10 13 y(xj
Al-coslzx) 3sin(zx) se?X 7.ef 1lcoslze) zsinlza] 5e@X 7e*
+ + + + + +

130 130 13 10 130 120 13 10 I
| B i
11/99 13799

2. Résolution directe d’une équation différentielle

2.1 Solution générale

Reprenons ’exemple précédent y” + )’ —2y =cos(3x). Cette fois nous voulons obtenir directement
I’expression de la solution générale. Il suffit d’utiliser la fonction deSolve :

deSolve(y''+y'-2y=cos(3x),x,y)

Ctinn Wl

1: Dérivée
2: Intégrale
3: Limite
4: Somme
5: Produit
&2 Minimum d'une fonction
7

2]

9

A

E:

=
in ot

T BT
EAE - W=

MWD EEFFZF

: Mlaximum d'une fonction
: Tangente
: Droite standard
Longueur d'arc
Serle(s)

D D|fferent|at|0n |mpl|c:|te
E: Calcul numérigue

RAD AUTD REEL

delolve (y"+y'—2-y=cos(3-x),x,y]
-ll-cos(?;-x) 3-sin|:3-x:|
= +
130 130

=] B

+cl-e 2% g2 e*

=

1799
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Equations différentielles

& Pour entrer la dérivée seconde, on utilise deux fois le signe .

<« Dans [’expression des solutions, les deux constantes arbitraires sont désignées par cl et c2. Si vous
effectuez une seconde résolution vous obtiendrez c3 et c4, et ainsi de suite....

La lettre ¢ en italique qui est utilisée pour noter ces constantes est accessible dans la table des
caractéres. Pour remplacer les constantes par des lettres spécifiques, par exemple a et b, il suffit par

exemple d’entrer une instruction du type : ...| ¢1 = ... and ¢2 = ...
ELEE RAD AUTO REEL | 2| RAD AUTO REEL |
& A
deSolve(y"+y'—2-y=cos(3-x),x,y:| ] deSolve(y"+y'—2-y=cos(3-x),x,y) M
Y -11-cos(3-x:| N 3-sin(3-xj +CT'E-2.X+C2'EX = -ll-cos(B-x) N 3-sin|:3-x:| +CT-E-2'X+C2-EX
120 130 130 120
AR EEIBHRNI - F Anslct=—2and c2=1
Rlalu|lQlAB|IT|AIE H
Hica[ | K{AMNIz|O =
i ™
| 1/99 | 1/99

& Attention a bien utiliser le caractere spécial ¢ disponible dans la table des caracteres, et non le ¢
obtenu avec la touche alphabétique.

2.2 Recherche directe d’une solution vérifiant des conditions initiales

Pour déterminer directement les solutions de cette équation différentielle avec conditions initiales, il
suffit de les inclure lorsque 1’on entre 1’équation. Ici, on écrira :

deSolve(y'+y'-2y=cos(3x) and y(0)=1 and y'(0)=0,x,y)

[ 2| RAD AUTO REEL | 2] RAD AUTO REEL |
‘fx‘:.?:zf@gs_5_3:9_6_3_@91)3_(9_)2_l__a_r_l_c_l_z_'ﬂ_'i?)f‘;!a:zc_,ﬂj deSolvalp'+3—2-y=cos(3-x) and y{0}=1 and » &
11cos(3x) 2-sin(zx) 5-e2% 7.e*
= + + +
130 130 13 10
i) ™
Qfa 1444

C'est bien I’expression de la solution obtenue lors de la méthode de résolution pas a pas.
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TI-Nspire CAS en prépa

3. Résolution d’un systeme triangulaire par substitutions

La fonction deSolve permet aussi de résoudre les systémes différentiels triangulaires :

xX'=x+2y+3z

Voici par exemple la résolution du systéme ¢y’ =y +2z

z'=3z

1K RAD AUTO REEL ] [11] RAD AUTO REEL |

g li=x'=x+2-3+3z xK'=x+2-y+3ez 2 gli=x'=x+2-p+3-z x'=x+2p+3z 2
g2i=)'=y+2-z ¥'=pt+2-z ga=y'=y+2-z Y=p+2-z
gdi=z'=3z =3z edi=z'=3z Z'=3=z
| desolvele3,tz) z=cT-e2"
deSolve(e2,f,lez=cT-83'f y=c1-93'3+c2-e!

™ | &

9 /99

1]

RAD AUTD REEL

m

RAD AUTO REEL

]

, B = =
gli=x'=x+2-p+3z XK'=+t dez deSolve(eS,f,z) sect-e?
g2i=)'=y+2-z ¥'=pt+2-z 2

deSolve(e2,f,lez=cT-e ¥ p=cT- et re2el
g3i=z'=3z z'=3z
—c1- - »
deSolve(eS,f,z) gt deSolvel:eI f,x)lz cle” andy cl-e>1cle
3 3 e’-(S-cT-e ’ 2 c2- :+c3
deSolve(e?,f,y:llz=cT-e ¥ y=cT-e" " +c2-el = 2
. _ gy ¢
Solve(et,tx=ct-e®? and y=ct-e*"+c2.e’| U 1
S99 eacie]

4. Etude du raccordement des solutions

Nous allons résoudre I’exercice suivant, posé a I’oral d’entrée dans une école d’ingénieurs :

Résoudre, dans ]O, + oo[ , ’équation différentielle y’In(x) + Yy
x

D’aprés le cours, nous savons qu’une équation de ce type admet des solutions sur chacun des

intervalles /;

forme générale de ces solutions.

=10,1[ et 7, =]1,+0[. La TI-Nspire CAS est effectivement capable de nous fournir la

1.1 RAD AUTO REEL 7] 1.1 RAD AUTD REEL |
+cT = +cT a
delolve 1n(x)-y'+1=1,x,y y=x delBolve lnl:x:l-y'+l=1,x,y y=x

x ln(x) x 111':)(:'

_x+c1 Tk = x+k

’ ln(xj 1H(XJ

|

5 ™
1499 2495
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Equations différentielles 7

X +ﬂ‘k
In(x) -

Il reste maintenant a voir si I’on peut déterminer 4; et A4, tels que 1’on puisse raccorder ces solutions.

Il faut pour cela que les limites a droite et a gauche de fen 1 soient finies, et égales, ce qui assura
I’existence d’un prolongement par continuité.

Sur chaque intervalle 7, les solutions sont du type f(x)=

Il restera a vérifier que ce prolongement est bien dérivable en 1.

Pour la suite, il serait utile de définir y comme une fonction de x en utilisant 1’égalité obtenue. Voici

deux facons de le faire, permettant chacune de découvrir quelques méthodes d’utilisation de la
TI-Nspire CAS.

La premi¢re méthode part de ['utilisation de la fonction right, a laquelle on peut accéder en

sélectionnant Droite dans le menu Extract du menu Algebre.

1. On colle cette instruction dans la ligne d’édition :

f# 1: Actions
Lie 21 Normbre

HEL
4

y= 3: Algébre
d 4 Analyse
@ 5: Probabilitd
T 6 Statistiqus
3] 7: Matrice &
81 2: Fonctions

1: Résolution

2: Factoriser

3: Développer

4d: Zéros

5: Résolution numérique
6: Outils Polyndmes

71 Qutils Fraction

g:

9:

Convertir une expression

Trigonométrie

A:Complexe
C:Solveur Finance

f# 1: Actions M-
E, Loz 22 Mombre >'EL E

y=2: Algébre  [1: Résolution

d 4: Analyse |2 Factoriser

@ 5: Probabilitd3: Développer

% 6: Statistiqued: Zéros

3] 7: Matrice & [5: Résolution numérigue
» #38: Fonctions |6: Outils Polyndmes »
» —7: Qutils Fraction b
¥ | 8: Converdir une expression  »
» 2: Trigonormétrie M
¥ A:Complexe ¥

M

1: Gauche

B: Extract
C:Solveur Finance

e ||

==

2. Celle-ci permet de récupérer le terme de droite de I’égalité, puis de 1’utiliser pour définir notre

fonction :
1.1 RAD AUTD REEL ] 1.1 RAD AUTD REEL i
=] =)
7
delclve 1n(x)-y'+l=1,x,y y=x+c =ﬂ T=ic =x_+;‘_-
x nx) awaL ")
x+cd X+ x+i K+
y=——~lcT=k y="—7r+ ight|y=—7
In :l ln':x) i ln(xj) ln(xj
. K+ x+E K+ Terming
right{ y=—3— =
b b =
| o
3;99| 4799
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TI-Nspire CAS en prépa

Dans la seconde méthode, on utilise I’instruction Define, a laquelle on accéde en sélectionnant Définir

dans le menu Actions :

1. On insére cette instruction au début de la ligne d’édition :

{1z Actions 1.1 RAD AUTO REEL 7]
ps2: Nombre  2: Rappeler la definition... -
= 31 Algebre 3: Supprimer variable Tk
fﬂ‘ d:Analyse |4: Effacer a—z.. |f'-' 3 Y=
@ S: Probabilté |c: Effacer historique ln(’fj Inlx)
% B Statistique :
[ ] 7+ Matrice & VB. Inlselrer\un commentairs el sgLfe ok
1] 2 Fonctions 87 Bibliotheque S ln(xj ln(xj
X+ Terming Ak Terning
yl:x):=— y(x):=
lnl:x) ln(x)
= Define ™
499 4/39

2. Ensuite, on “va chercher” 1’égalité définissant y dans I’historique des calculs, et on la recopie dans

la ligne d’édition en appuyant sur :

1.1 RAD AUTO REEL 7] 1.1 RAD AUTO REEL 7]
A y=——|cT=k y=—" &
|c1—k ; ln(xj | ln(xj
nl:x:l o x+k) Xk
- _ R
right]y Xtk i ln(x) ln(x)
ln(x) xt+i Terming
: yac:=
Jfl:x:l:= x+ik ln(x)
tnie x+k
. Define y=—71—
Define | R | ln!:x:l o
3/ 4759

\

3. 1II reste ensuite a

insérer (x) dans la ligne d’édition pour compléter I’instruction permettant de

définir y comme une fonction de x :

1.1 RAD AUTO REEL 7] 1.1 RAD AUTO REEL 7]
=——|cT=k ¥= A e
Y ln(x:' | 111()(:' i x+k) a+k
right|y=—7m SR
i ln(xj ln(xj
right| y=
n(x) lnl:x:l (XJ K+ Termming
" il
k= i Terprng In
’ lnl:x:l . K+ Termning
Defmeyl:x:l=1 (x)
n
Define y(x)% Xk
____________________ Inx) = | ™
499 59

A vous de choisir la méthode qui vous convient le mieux...

© T France 2008 / Photocopie autorisée




Equations différentielles

En raison de la présence d’un paramétre, la calculatrice ne peut pas déterminer les limites de y(x) a
gauche et a droiteen 1 :

]
L Xtk
= )

_ e

Definey(x) lnl:x)
tim (3]

w1t

RAD AUTD REEL RAD AUTD REEL

m

A
Define yl:x:l= K+ Terming
ln(x)
lirn (y(x)) undef
| v
J2]

Terniing

Terming

+
x+1

tim ()]

x21"

undef

S|

2]

| 79

Bref, il va falloir réfléchir un peu... la limite du numérateur est égale a 1+ k, celle du dénominateur

est nulle. Ici, c’est immédiat, mais on pourrait utiliser les fonctions getNum et getDen, présentes dans
le sous-menu Outils Fraction :

{221 Actions MEL B 1.1 RAD AUTD REEL 7]
Dz 20 Mormbre | —— + A
= 3: Algébre  [1: Résolution FA
d 4 Analyse |2: Factoriser .
@ 5: Probabilitd3: Développer hm_(y(x)) undef
X B Statistigued: Zéros x+1
kg 7: Matrice & [5: Résolution numérique ]
81 2: Fonctions |5: Dutils Palyndmes ’ limn (getNum(y(x)J) ol
lm Aoy 71 Outils Fraction » x+1
=17 8: Convertir une expression  » .
SN — 9: Trigonométrie > 11_13 cgetDenOm(y(X)JJ 0
lim (:_!:l A: Complexe v Z
Ll E:Extract ¥
x=+1- , i
C:Solveur Finance
g 8199

Pour avoir une limite finie, il est donc nécessaire que k = —1.

On peut cette fois reprendre le calcul avec la TI-Nspire CAS :

1.1 RAD AUTO REEL 7]
=1 x1 (]
In J
l:x:l:= x—=1 Terming
g ln(xj
tim ()] 1
x=+1
B
/99

Il reste a montrer la dérivabilité.

Etudions par exemple la limite du quotient

y(x)-1
x—1

© T France 2008 / Photocopie autorisée
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TI-Nspire CAS en prépa

Si la TI-Nspire CAS ne se trompe pas, la fonction est bien dérivable et y'(1) = %

1.1 RAD ALTO REEL ]
|
— 1 7
lim pd-1 =
x=»1] x—1 2
™
1799

e . 1
Il n’est pas trés difficile de justifier ce résultat. Calculons y(—

+h)-1
1.1 RAD AUTO REEL 7]
=
lira y—(x)_l) 1y
x=1] x—1 %)
Hiea)-1 {nlz+1)-#)
i Elnlpe1)
|
)
2799

On peut alors faire un DL2 du numérateur :

1.1 RAD AUTO REEL 7]
=~
lima y—(x)_l) 1
x=1] x—1 %)
Hiva)-1 {nlz+1)-#)
p Flnli+1
ot -{n{r+ 1)) 4,2) P
2
! =
3799

Et procéder de méme pour le dénominateur, ou utiliser directement 1’équivalent In(1+ 4)~#A et donc

hn(1+ h)~h>.

Notre quotient est donc équivalent a > ce qui justifie la limite obtenue.

. : x—
En conclusion, la fonction y(x) =

]0,+ oo[.

In(x)

est bien prolongeable en une fonction dérivable sur I’intervalle

= On pourrait en fait montrer que ce prolongement est C”en utilisant un développement en série

entiére de In(1+h).

© T France 2008 / Photocopie autorisée



Equations différentielles 11

5. Recherche d’une solution DSE

Dans de nombreux cas il n’est pas possible d’obtenir une expression symbolique de la solution d’une
équation différentielle.

L’une des méthodes utilisables dans ce cas est de rechercher un développement en série enticre d’une
solution.

C’est une question classique aux concours d’entrée en école d’ingénieurs.
Considérons par exemple I’équation 4x(1—x)y” +2(1-3x)y’'—y=0.

Nous vous renvoyons a votre cours pour les détails de la résolution.

Un point particulierement important va consister a remplacer y par Zanx", dans

4x(1-x)y" +2(1-3x)y" —y, a dériver terme a terme, ce qui est licite si on se place a I'intérieur du
o0
disque de convergence de la série, et a obtenir un résultat du type anx” que ’on identifiera avec
n=0
le second membre qui est ici égal a 0.

Il est clair que la TI-Nspire CAS ne permet pas de faire tout cela directement. Elle peut cependant
vous aider a éviter quelques erreurs dans vos calculs.

Voici comment procéder.

2
On définit y = x", puis z=4x-(1—x)‘;f
X

En utilisant la fonction expand avec x comme deuxiéme argument, on peut demander de développer en
regroupant les termes en fonction de x (écran de droite) :

1.1 RAD AUTO REEL 7] 1.1 RAD AUTO REEL 7]
Al =X XA
Clear&Z Terming 5
pi=x" K z:=4-x-(1—x)-d—(_y:|+2 (1 3- x:l
» dx?
Z:=4.x.(1_xj.d_xzu]+2.(1_3.xj.di(_y)_y N (TP rz+1)x 2n-{2n-1))
4 X
e (( 5 ) l: )) expand(z,x)
| G U i L 2-rz-(2-rz—l)-x (4r;r +2- r;r+1
i i
&Le domaine du résultat peut etre plus grand que L. &Le domaine du resultat peut Btre plus grand que L.

On a obtenu 2n(2n —1)x" ! - (4n2 +2n+ l)x"

+00
Lorsque 1I’on remplace y par Zanx” dans le premier membre de 1’équation, on obtient donc
n=0
~+00
A= Z(Zn(Zn ~Da,x"! - (4n2 +2n+ 1)anx”).
n=0

& Le terme en x"' ne pose pas de probléme pour n=0, car le coefficient 2n(n — 1) est nul pour
cette valeur de n. 1l est donc équivalent de faire la somme des termes 2n(2n—1)x""" a partir de 0
oude 1.

Il ne reste plus qu’a jouer un peu avec les indices :
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+00 +o
A=>"2n(2n- a,x" ! - 2(4712 +2n+ l)anx”
n=0 n=0
+o0 +o0
A=Y 2n(2n-1)a,x"" - 2(4}12 +2n+ l)anx”
n=l1 n=0
+00 +00
A=Y 2n+D)2(n+1)=Dayyx" = Y (4n% +2n+1)a,x"
n=0 n=0

Cette série sera égale a la fonction nulle si et seulement si
VneN 2(n+1)2(n+1)—1)a,, — (4n2 +2n+ l)an =0.
D’ou la condition :

L 4n* +2n+1 .
o+ )2 +1) "

Ce qui permet donc de montrer que 1’on obtient une série entiere dont le rayon de convergence est égal
a 1, et de calculer a,, a partir de ag = f(0).

6. Résolution des systémes différentiels diagonalisables
assistée par la TI-Nspire CAS

Nous allons étudier ici une méthode de résolution, assistée par la calculatrice, pour les systémes du
type X' = A- X + B lorsque A4 est diagonalisable.

6.1 Résolution du systéme homogéne

Dans les cas des systémes homogenes associés a une matrice diagonalisable, on obtient une base de

. .. cr s At
solutions en multipliant les vecteurs propres associés a A par e™.

Considérons par exemple le systéme suivant :

x'=2x+y+z

Y =x+2y+z
Z'=x+2y+2z
2 1 1
La matrice associée a ce systétmeest A=|1 2 1
1 2 2

La matrice 4 est diagonalisable, ses valeurs propres sont 1 et 4.
Une base de I’espace propre E; est formée par u, =(1,—1,0) et u, =(1,0,—1). Une base de I’espace
propre E5 est formée par u3y =(1,1,1).

Tout cela peut se démontrer facilement, en particulier en utilisant les fonctions et programmes de la
bibliotheque linalgcas, que vous pourrez télécharger sur le site www.univers-ti-nspire.fr.
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2.1 RAD AUTO REEL | iﬁ RAD AUTO REEL B
5 1 1 2 1 ey actor,-w~ +6 T =+ 4] Sar—4l -1 i =
= a1 1 2 1 fmczfgcas'eiger:vec!s(a,l) 1 0
112 11 2 01
-1 -1
charPoly(a,xJ I S Y] =
finalgeas 'neigenvecfs(a, 4) 1
factor(-x3+6-x2—9-x+4J fa-a) -1 1
| 1]
i sl
3099 | 5199
<« Voir chapitre 9 pour plus d’information sur ['utilisation de ces fonctions.
On obtient alors une base de solutions du systtme homogéne X' =A4-X en considérant

¢ e e4t
a(t)=e u =|—€ |, b(t)=¢ u,=| 0 o(t)=e uy = eV
0 —e' e

La matrice wronskienne W est formée des composantes des fonctions a, b et c. Elle vérifie W' =A4-W.

Sur la TI-Nspire CAS, on pourrait par exemple la construire en écrivant :

w:=augment(linalgcas\eigenvects(a,1)e”(t), linalgcas\eigenvects(a,4) e*(4t))

mais on peut également récupérer les deux résultats déja obtenus en les sélectionnant dans 1’historique

des calculs.

[ 2] RAD AUTO REEL | 2] RAD AUTD REEL ]
\‘0 lJ E L+1 @
T 1 0 1
11 wi=augment|| 5 e, 1 et
Iinalzeas \eigenvects (a, 4) “ 4 -1 1
1
! ER)
e 0 e
1
- o el edt
wi=augment|| 4 el el el e
-1 -1 = =
15 [ofele]

6.2 Résolution d’un systéme “avec second membre”

Considérons a présent le systéme différentiel suivant :

xX'=2x+y+z+t
y'=x+2y+z—t
Z'=x+2y+2z+1

C'est un systéme du type X' =A4- X+ B.

Nous avons déja déterminé une base de solutions du systéme homogéne X' = 4- X.

Pour déterminer les solutions de I'équation “avec second membre” a partir d'une base de solutions de
I'équation homogéne, on peut poser X =W Y.

X est alors solution si et seulementsi X' =W'-Y+W-Y'=A4-X+ B.

En utilisant W' =A4-W,etdonc W'-Y=A-W-Y=A-X, on voit que X est solution si et seulement si

W-Y'=B.
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Pour résoudre 1’équation W - Y' = B, il suffit d’intégrer le vecteur obtenu en calculant w!.B.

Il reste ensuite a multiplier le vecteur obtenu par W pour obtenir 1’expression de X.

& Si on recherche l’expression générale des solutions, il faut ajouter les constantes d’intégration.

Sur TI-Nspire CAS, il est effectivement possible de rechercher une primitive d’une fonction, mais
aussi d’ une matrice. Il suffit ensuite d’ajouter les constantes d’intégration :

e 22| RAD AUTO REEL — g [ 2| RAD AUTO REEL — g‘

) bl I D B

| Gl Tt
1;99|E| zfgg@

@ On peut aussi choisir d’utiliser la fonction [ présente dans le catalogue, en indiquant les 3
arguments suivants : expression a intégrer, variable d’intégration, constantes d’intégration :

| 2z | RAD AUTO REEL | [ 2| RAD AUTO REEL B
& [([cos(z)],f, fc}] sinle)+i7 | B
sinl:.f:l k2 kZ‘—cos(fJ
|
#
& =
[ utiliser Fassistant L L
|-|j(Expr,var[,|nf][,Sup]) = 3'!1 1@9'!'

obtient ainsi facilement

I’expression des solutions :

(e 2 | RAD AUTO REEL ] _ﬁﬁ RAD AUTO REEL |
! ¢| B =) B
i :
! ! -4 it et
1 1 4
.J.( 1 J il PERLLR DL
si=we| | lw “-bldi+ Lo 4
: 3
................................ K3 | et l-pr—pz) el -2
1]
~ v
1799 299

Une seule instruction suffit pour vérifier que la solution est bien correcte :
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R - RAD AUTO REEL H
q 3 ]
ket sizel +ie
4
’ 3
e rr—kz) el -2
4 ]
d 0
a-s+b——[s]
i 0
0]
B4
3799

6.3 Recherche des solutions du systéme avec conditions initiales

11 est naturellement facile de déterminer les valeurs des constantes si on ajoute une condition initiale.
Cherchons par exemple la solution correspondant a x(0) =1, y(0)=-1, z(0) =

On commence par extraire les différentes expressions de la matrice.

E 2| RAD AUTO REEL ]

=
ems(1,1] ERC LI
1
vsl2] PENE LT U2
4
ims[3,1] K3ttt krok2)el =2
4

=

6199

Puis on résout le systeme d’équations obtenu a partir des conditions initiales :

2.2 RAD AUTO REEL 7]
=g 3,1 ] 3 A
e ket el rn1-iz) el -2
4
x=1
solve| {y=-1, k1,k2,i3 } [it=0
==0
k1=iand k2=iand afr_’.i’=i
3 3 1z
i
7199

On peut ensuite calculer 1’expression des solutions en tenant compte des conditions obtenues sur k1,
k2, k3 :

s | Ans
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_ﬁﬁ RAD AUTO REEL H
T =
e sl 3

12 3 4
et 7ol s
- i
12 3 4
et 26l 3
e

12 3 4 | I

|

5199

Cela termine la résolution “manuelle” de notre systéme d’équations.

7. Programme de résolution symbolique
d’un systeme d’équations différentielles linéaires

7.1 Description de la méthode utilisée

Pour résoudre facilement les systémes différentiels plus complexes, nous allons utiliser un programme
permettant d’obtenir directement I’expression des solutions. Ce programme fait partie de la
bibliothéque linalgcas, que I’on peut télécharger sur le site www.univers-ti-nspire.fr.

La résolution sera possible chaque fois que I’on pourra déterminer sous forme symbolique les racines
du polynome caractéristique. Il se limite aux systémes ayant au plus 4 équations.

On se propose ici de résoudre le systéme différentiel X' = 4- X+ B.

1. On commence par résoudre le systéme homogéne X' = 4- X. Une méthode facile a mettre en ceuvre
sur la calculatrice consiste a utiliser I’expression générale de ce systéme : X(z) = exp(z- A)- V.
— La matrice W(¢)=exp(tA) est la matrice wronskienne associée a la base de solutions définies
par les colonnes de cette matrice.
Le programme expmat, décrit dans le chapitre 9 sur le calcul matriciel avancé nous permet de la

déterminer.
ky

— Le vecteur V' =| k, | est un vecteur constant arbitraire.

Ce vecteur devra étre construit par notre programme de résolution.

2. Ensuite, pour résoudre 1’équation homogéne X' = 4- X+ B, on utilise la “méthode de variation de
la constante”.
Comme nous 1’avons vu lors de la résolution “manuelle”, si on pose X =W .Y, alors X est solution
si et seulement si W-Y' = B, ou encore Y' = wl.B.
Pour obtenir X, il suffit donc de faire le produit de W par une primitive de w.B , ce qui s'obtient
en écrivant : W* [(WA(-1)*B,t).
Ici nous n’avons pas incorporé les constantes d’intégration lors du calcul de I’intégrale.
On obtient donc une solution particuliere S, qui devra étre ajoutée a la solution générale de

ky

I’équation homogene, c’esta dire a X =W -V, avec W(t)=exp(tA4) et V=|k, |.
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3. Chercher les valeurs des constantes kj,k,,...
solution particuliére telle que X(to)zXo,
S(t)+W(t)-V=X(t). Cette égalité devant

V= W(to)_l(Xo - S(1)),

a utiliser pour définir la solution correspondant a une
revient a déterminer le vecteur colonne V tel que
étre en particulier vérifiée pour f=t¢,, on obtient

puis X(1)=W())-V+5(t) (= W(0)- W(to)~" -(Xo - S(to)) + S(1)).

N.B. Nous n’avons pas utilisé ici I’ensemble des résultats disponibles sur le lien entre la résolution

des équations différentielles et le calcul d’exponentielles de matrices.

On aici W(¢) = exp(t4), W(ty) "
et W(t)- W(to)_1 =exp((t—19)4).

=exp(fo 4)

e exp(—tg 4),

On retrouve I’expression X(r) = exp((r —19)4)- (X — S(t0)) + S(r).

7.2 Exemple d’utilisation avec une matrice diagonalisable dans R

Reprenons le systéme précédent :
X'=2x+y+z+t
V'=x+2y+z—t
Z'=x+2y+2z+1

avec les mémes conditions initiales : x(0)=1, y(0)=-1, z(0)=0.

Pour traiter cet exemple, on lance le programme desysinitcond, présent dans la bibliothéque de

programmes linalgcas :

linalgcas\desysinitcond([2,1,1;1,2,1;1,1,2],[t;-t;1],0,[1;-1;0])

(On aurait aussi pu utiliser le modele 2D adapté a la saisie des matrices)
Si I’on effectue ce calcul aprés avoir défini les variables a et b, on peut aussi écrire :

linalgcas\desysinitcond(a,b,0,[1;-1;0])

On obtient alors automatiquement I’affichage de la suite de tous les calculs effectués. Sur la
calculatrice, il est possible de se déplacer dans cette suite de calculs en utilisant (et D3> et (e D9

e Ecran 1. Appel du programme.

e Ecran 2. Affichage de la matrice wronskienne (base de solutions de 1’équation homogéne).

Iinaigeas \desysintfcond| a2, 5,0, 1
Yaleur(s) propreds) :
B1=1
B2=4

Cette matrice est diagonalisable

L u

1 i

Matrice wronskienne (B

el o0 e
By= :
0 e e¥t
ol el @t

Solutions de X'=A-X (Bsh)
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e FEcran 3. Forme générale des solutions de I’équation homogéne.
e Ecran 4. Forme générale des solutions de I’équation compléte.

[EER 2= | Rep AuTO REEL ] [IEEREE 23 | RAD AUTO REEL B
—————————— = =
Bolutions de 3'=A-X + B (8se) A
Solutions de X'=A-X (Bsh) X=WY, WY =B
cz-etlict el [ 3
Bsh= 4+ : c3etactel—-—
c3e” +c2e 4
S-S _ .
c3-e +( cf c.?) e Bse=| (3-edticelsrr
__________ 4 U
. . et l-cT_ca) et
|Solut|ons de X'=AX + B (Bse) = c3e +( ct c2) e— B
11| 171
e FEcran 5. Vérification.
¢ FEcran 6. Solution en tenant compte des conditions initiales.
23| RAD AUTO REEL ] S 22 | ReD AUTO REEL |
tl-cT-c2)e’ = i) r T =
[\ J 4J e*! 56l 3
+ ——=
__________ 12 3 4
4+ 7
Wérifions Bsol=| €~ _7e . >
; 12 3 4
Xi=AX=| et 2e! 3
& ZE 2
1 2 3 4 |
|‘ _________ = Tz
111 111

A partir de ’application Calculs, il est possible de rappeler la matrice 6sol qui correspond & la derniére
matrice affichée. On peut aussi demander ’affichage d’une ligne particuliére de cette matrice. Il est
également possible de récupérer les différents éléments de cette matrice, par exemple pour les
mémoriser dans une variable.

2.3 | RAD AUTO REEL 7 RAD AUTD REEL 7]
= 12 2 4 ]
e’ 2l 3
g . _=
12 i 4
Terming Terming
8503[3] adt . 2.0t 3 8303[3] el . .0l 3
12 3 4 12 3 4 I
B i
2499 2499

Voici a présent la résolution du méme systéme, mais avec les conditions initiales x(0)=1, y(0)=1,
z(0)=1:
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il
linalgcasidesysnewcond| 0, 1

[ — 3 ]

q 2.4 | RAD AUTO REEL ]
_t | _ E
1364 2’ 3
12 3 4
13-e?? ae’ s
i+
12 3 4
13-e%? 2e! 3
e 3
12 3 4 |
~
9

7.3 Exemple d’utilisation avec une matrice diagonalisable dans C

x'=x+y x(0)=-2
V=—x+2y+z »(0)=2
Z'=x+z z(0)=4

e FEcran 1. Appel du programme.

e FEcran 2. Affichage de la matrice wronskienne (base de solutions de 1’équation homogéne).

{[E2]EEEN] 25 |_Rap auTO REEL | \ 25 | RAD AUTO REEL B
| B - | R
1 1 0(f0 -2 Matrice wronskisnne (Bw)
Iinalzgeas \desysiniteond 1 2 1o 0, 2 .
‘ alt. ol ot at e2f
....................................... 1.0 4llol L) foz) o
Waleuris) propreis) : = e 2/l @ z o a2t
B1=1+ . (”_J (2] I
B82=1-4 -e e e ? el e??
g3=2 = *
11| 171
e Ecrans 3 & 4. Forme générale des solutions, et solution vérifiant la condition initiale.
[EEEEEE] 25 |_Rap AUTO REEL | 4 25 | RAD AUTO REEL |
= 3

Solutions de X'=A-K + B (Bse)
=Wy, WY'=E

Bse=

cﬁ-ez"+(c4+c5J-ef-cos(f)+(c4—c5)-ef-sin(fj
c6-e2"+(-c4—c53-e’-sin(r)+(c4—c5)-e’-cos(r:
cﬁ-ez"'+(c4+c53-e:-sin(f)+(c5—c4)-e:-cos(ﬂ

i

-2
Solution X/ X{00= 9
4

3_ez-r_S_EF.COS(:)—e’-sin(I)
bsol= 3-e27_el-coslf)+5-e¥-cinls)

3-ez'f+ef-cos(r)—5-e’-sin(rj

1A

11
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7.4 Exemple d’utilisation avec une matrice non diagonalisable

x'=x+2y+3z

V' =y+2z

z'=3z
Pour traiter cet exemple, dans lequel il n’y a pas de condition initiale, on lance le programme
desystem, ¢galement présent dans la bibliothéque de programmes linalgcas :

e Ecrans 1 & 2. Appel du programme et affichage de la matrice wronskienne.

4 2.6 | RAD AUTO REEL 7] 1 2.6 | RAD AUTO REEL |
= A
] 12 30 Matrice wronskienne (Bw) M
Iinalgeas \desysiem o 1 z2Mo
el 2rel e
______________________________ 0.0 310
. 2.0
Yaleur(s) propreds) Biy=| O e .
g1=1 ey 1
82=3 ©d c
M~onted N
= ™
111 171
e FEcrans 3 & 4. Solution obtenue et vérification.
{[ESEEEE] 25 | RaD AUTO REEL ] 4 2.6 | RAD AUTO REEL |
Solutions de X'=A-X (Bsh) = | =
c9-e3'f+(2-c8-:+c7j-e’ Wérifions
2c@e”? rcg-ef 0
Ash= : A= 0
2c9-e>? <
S T o R ————
__________ |
141 141

8. Utilisation d’une transformée de Laplace

Dans les classes ou cette méthode est au programme, on pourra également utiliser les fonctions laplace
et ilaplace, ou encore directement les fonctions solved et simultd contenues dans la bibliothéque de
programmes specfunc.

Ces deux dernicres fonctions permettent de résoudre des équations différentielles linéaires d’ordre
supérieur a 2, ou des systemes d’équations différentielles.
Cette bibliothéque de programmes est téléchargeable sur le site www.univers-ti-nspire.fr.
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systi= % (f) :I=—x[f)+2-y(f:|+z(fj

1 3.1 | RAD AUTO RECT | ES =8 52 |_Rap auTO RECT B
i~ =
—d—3[ (f))+1=e" d—3( (e))+1=¢" mc=xm 2 A -2
EQ'_G,P < - ar & - J"I:f:l 2 }’(fj 2
z(:) 4 z(f) 4
specfunc 'nsofvedl:eg, {x(f),o, 1,1 } :'
3
x(z)=—l—r—+f2+1
el ©
= =
2/99 1799
ESIEEIE =2 | Reo AuTo ReCT 7]

| el

speciine \simulid (sysf,:-‘rrc)

dealet)?

x(f)=-5-e!-cos(:‘ e -sin

fet)?

zl:f)=ef-cos(fj—5-e -sin(f)+3-(er)

(
y(f)=-e’-cos( J+5 e 51n(f)

1793

A
: x
™
2]

33

Vous pouvez par exemple vous reporter a la page http://lwww.seg.etsmtl.calti/laplace.html pour des
informations complémentaires sur 1’utilisation de la Transformation de Laplace pour la résolution

d’équations différentielles.

9. Etude graphique d’une équation différentielle

Lorsqu’une résolution formelle n’est pas possible, il reste possible d’utiliser une méthode de résolution

approchée permettant de construire la solution.

La version 1.4 de TI-Nspire CAS ne dispose pas d’un outil intégré permettant d’obtenir directement ce
type de représentation graphique, mais vous trouverez sur le site www.univers-ti-nspire.fr différents

fichiers permettant de compenser cette absence.

Ces fichiers offrent les possibilités suivantes :

e L’¢étude d’une équation différentielle d’ordre 1, avec construction du champ des tangentes.

e [’étude d’une équation différentielle d’ordre 2

e L[’étude d’un systéme différentiel autonome, avec construction du champ des tangentes.

s = s RAD AUTO REEL | (S 1.2 [FERE RaD AUTO REEL |
A A A ASA A A bopol [3,1) es7 |7
A A A A A A 7 ’ 20
A A A A A A -
A A A A A A 3”
585 A A A A A 5% o Tx
A M oFH 3 F "5.72 4.2 Yo 428
A A #oFE
4 4 4 A I B B | 3.43
_n’ .ll ..l' R ) ..l' _n’ .ll -
~
def eadtly=inlamx? ) {12}] g
1
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n Utilisation de la méthode de variation des constantes

Résoudre 1'équation différentielle (1 +x2 )y" +xy —y=xV x?+1.

On recherchera une solution particuliére simple de 1'équation homogeéne, et on utilisera la méthode de
variation des constantes.

E Changement de fonction inconnue

Résoudre I'équation différentielle x2 "+4xy" + (2 —x? )y =1 en effectuant le changement de fonction

inconnue u = x y. On cherchera s'il existe des solutions définies sur R.
Vérifier la solution obtenue en résolvant directement I'équation sur la TI-Nspire CAS.

Solutions des exercices

n Utilisation de la méthode de variation des constantes

On peut facilement vérifier que y(x) = x est solution.
Sur Ri ou R” , on peut donc poser y(x)=x-z(x) pour se ramener a une équation différentielle en z’
et z'. On peut laisser ce travail a la TI-Nspire CAS.

On obtient ainsi 1'équation x(x2 + l)z” + (3x2 +2)z" = 0. La résolution de cette équation ne pose aucun

probléme car 1'on peut se ramener a une équation d'ordre 1.

1.1 RAD AUTO REEL 7] 1.1 RAD AUTD REEL

=2

|

y(x):=x-z|:x) Ferping = o &

: 2 bbb LMool ‘
d X

i

;;u&)).&2+1)+x-iu&))—y&)

deSolve(z xlrvr2+1 +z' 3x +2) O,x,z:l

;_xz(ztx))'x-Lt2+l)+di;(3':xn'(3'x2+2) 1% +1

Z=c2—

2593 3739

En conclusion, sur R* ou ]R: , on obtient y(x)=Ax+ B x2 +1, et il est évident qu'il est possible
d'obtenir une solution définie sur R .

Pour résoudre I'équation avec second membre, on peut appliquer la méthode de “variation des
constantes”. On cherche y(x) sous la forme y(x)=a(x)u(x)+b(x)v(x), avec ici u(x)=x et

v(x)=vxZ +1.
a'(x)u(x)+b'(x)v(x)=
On a alors Wl +1 ~

a'(x)u'(x)+b'(x)v'(x) = 0 2
X X~ +
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Si on pose W(x)= {

u(x)
u'(x) v'(x)

v(x)

}, on obtient

{aTx)
b'(x)

}:Wurﬁ

x2+1

Tous les calculs se font trés simplement sur une TI-Nspire CAS :

12 RAD AUTO REEL ] 2 RAD AUTO REEL |
e ac):=c Terminé el 2l ) Terming &
vixl=x?+1 Terming . i(u&)) i(ﬂ:ﬂ)
) u(x) vl:x:l Ferming w(x)
2w £ (vcxn]
|
7] 4f99E
12 RAD AUTO REEL ] 1R RAD AUTO REEL |
w x Jx2+1 2 {Jx +1J oo 14
= N
)| e
x%+1 * )
= v
599 699
x2 N 1)3/2 3

D'ou a(x) =

3
§Vx2 +1 +C1x+C2\/x2 +1.

y(x)=

+C et b(x)= —% + C,, ce qui conduit a

E Changement de fonction inconnue

Pour résoudre cette équation en utilisant la méthode indiquée (TI-Nspire CAS permet en fait d'obtenir
directement 1'expression des solutions !), on peut la stocker sous forme symbolique dans une variable.

On peut ensuite définir la fonction y en utilisant l'indication du texte, puis demander l'affichage de

I'équation (calcul valable sur ]R*+ ou R ).

RAD AUTD REEL

Clear&?

Terniing

)

e s bl e o2

L bt b e o7

RAD AUTO REEL

ﬁty ‘3.3

|
E 2 e —(_y(x :|x+y(x E
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&Le domaine du resultat peut &tre plus grand gque L.,
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TI-Nspire CAS en prépa

RAD AUTO REEL

Terming

u(x J-ulx)=1

deSolve(::"—::=1,x,::J

w=cT-e “+c2e¥-1

?
i
i}

Tl

Ae

On obtient ainsi y(x) = 3
x

X 4+ Be* -1

Il est facile d'obtenir un développement asymptotique de cette fonction en 0, et d'en déduire les
conditions nécessaires et suffisantes de l'existence d'un prolongement par continuité en 0.

RSN 1+ | Rep AUTO REEL ] R 14 | RAD AUTO REEL |
et epgt1 Terning atb-1 b-a b a b_cz W
e 2 x PPN
2
a+b-1=0 1
i \ ’ rb =—and b=—
Senes(y(xj,x,lj 50 veHb—a=O {a }J a= an "
atb-1 b= a+fﬂ+a+(£_£J
e x 2 216 6 y(x)|a=iand b= e” —2e +1)
2 2
S ¥
2/59 4759
1 1
—et e " 1
. o cosh(x)— , 4b-1 1
On obtient ainsi y(x) = 2 22 = (2) , prolongée en 0 par =—.
X X 2 2
Cette fonction est en fait de classe C™, car développable en série entiére.
§ x2n .
(o) 1 & x2n +00 x2(n—1) +00 x2n .
En effet, pour x #0, y(x)z%z—2 = = Z— et cette égalité
X X n=l (21’1)! n=1 (2n)! n:0(2”+2)!

reste vraie en 0.

On peut enfin vérifier que I'équation différentielle est bien vérifiée en 0, ce qui montre que l'on a
obtenu une solution de cette équation définie sur R.
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