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1. RAPPELS DE COURS

1.1. Equation de Bertrand de Fontviolant pour la résolution de systémes hyperstatiques
appelée aussi Formule de Muller Breslau

On rappelle ici I'expressicn générale de I'équation de Bertrand de Fontviolant.
Mm Nn Vl
ZF LA ECL = I f+I j

o
dans laguelle :
M,N,V désignent les efforts internes dans la structure étudiée avec le chargement réel.
m_ et Vdésignent les efforts internes dans la structure éudiée soumise au seul chargement

auxilisire 2 F s o 2 e

4 ot ¥ désignent les déformations subies par le systéme hyperstatique sous |'action des forces
réelles.

L'équation appliquée aux liaisons surabondantes permet de déterminer les forces et couples de
liaisons surabondantes définies comme inconnues hyperstatiques.

Nota 1 : Pour les poutres, la déformation de moment fléchissant est prépondérante par rapport aux
déformations d'effort normal et d'effort tranchant.

On obtient finalement en considérant I'application d'une action unitaire en substitution d'une

inconnu hyperstatique :

(pour les ossatures a barres). Cette formulation découlant directement
de I'équation de BDF est également appelé 2°™ équation de Castigliano.
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2. EXERCICE D'INTRODUCTION
On considére ici le systéme hyperstatique 1 fois.

20 kN/m

A Buvlwnrvilvwr C

El constant

q--- 0 m > 6.00 n >

2.1

La structure est hyperstatique d'ordre 1.

22

20 kN‘'m
A L 4 C
A B v v (2228 1 C B,F\ PN
El constant T '
Structure rendue isostatique avec le chargement Structure rendue isostatique avec une charge
appliqué sur la structure unitaire en A
: i C A, +C

A BX = )

My =90 kN.m
Courbe de M(x) Courbe de m;(x)

On note respectivement le déplacement vertical en A sous l'action des surcharges de 20 kN/m
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A 1\‘&\"‘\__3‘_;_ iC ; ol —

B
14N
Déformation de la poutre rendue isostatique sous Déformation de la poutre rendue isostatique sous
chargement 20kN/m sur la travée BC chargement unitaire en A

On peut calculer les expressions des 2 déplacements verticaux en A

M**m oy 5o ™_ analytiquement ou par les intégrales de Mohr
Siructwre  Ef Sructure ]

A f1 A=3]E*90*6*6
o A ,(
A . 48 < 1080

A
EI

6 — 5=i* 1*6*6 6
5 -— 2x X X EI (3 )
144

BHkN. " O=—
m GkN.m El

m -

La réaction verticale en A est telle que R, *5+A=10 avec A et § pris positivement vers le haut.
Soit p, — 1% _ _75kN

Les efforts internes et les réactions d'appui peuvent étre obtenues par sommation algébrique
A ce titre, on donne plus bas les réactions pour les 2 cas de charge (application des charges sur la
structure étudiée et wles'gfﬁociées a I'application d'une charge unitaire en A).

A B

A Blvsvvvvs Yy i ; ’£
7y X

T TB0 KN 60 kN

Les réactions s'obtiennent par sommation algébrique :
R, =60-2%(=7.5)=T75kN et R.=060+1%(-7.5)=52.5kN

De méme M(x)=M"+Ra*m,
Le moment maximum sur la travée BC vaut :
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20%6 X

Moc(0)= () x =204+ My, *(1—yLm_1
My o gaory Mac _ 20%6, 0 My)

dx dx 2 Ly
Avec M, =6%(-7.5)=—45kN.m
Soit My =0 pour x=3.375 m.

dx
Puis M, (x=3.375)=68.9%N.m
M, = —6%7.5=—45kN.m
— 2
B ! c
&

i = 68.9kN
Mac sue =68.9KNm o0 e ci-contre : Moment fiéchissant

On peut également obtenir I'effort tranchant sur la base des réactions d'appuis et du fait qu'on a un

. . . daM
diagramme de fonction affine entre Bet C (V = - ).
X
75-7.5 kN=67.5 kN

% -7.5kN B“& | | é ¢

-52.5 kN

Figure ci-dessus : Effort tranchant
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Intégrales de MOHR

L

Intégrales de Mohr (valeurs de tl MME )

My

M;

i
el

My
et

Loy M Ma(amy + M) 2B M M; Lo, My
3 6 6 |
My
A LM Ma(nm;e2M2) Lea ayM. ST
6 6 6 3
M PEYR TIPS SYRYR 223 M
m Migamy+My)| 3 3 b Mu(My+ M)
6 3
L ar, M+ LA M ed=anng
6 I3 6
= M M LM+ MM = M1 M3 ;Nh-\lj
N 2-b oMy M3+ [LM] My Ma
&b -:D-Muhls 3 3 6K Lab B apoa
MM
M3 Lab pp, My a<b —+K=b(1-a) 3
6
azb—=K=ail-b)
( ] 2p. 2, teoa)2l1b) )
; (3-b) M, +bM: - I b’(2-bi
.\l,m | 22l T ; — MiM;
6 65‘! MiM; :
pour K. voir ci-dessus
M3 Loy My L+ MM, Lea-a ap, Mo £y
Paiii 111N - 3 3 1S
“M LMy L(aMe M)y | 338N My L, My
4 12 12 5
_‘A.\n L Lo ama)we T Laiw
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1. RAPPELS DE COURS

1.1. Equation de Bertrand de Fontviolant pour la résolution de systémes hyperstatiques
appelée aussi Formule de Muller Breslau

On rappelle ici I'expressicn générale de I'équation de Bertrand de Fontviolant.
Mm Nn Vl
ZF LA ECL = I f+I j

o
dans laguelle :
M,N,V désignent les efforts internes dans la structure étudiée avec le chargement réel.
m_ et Vdésignent les efforts internes dans la structure éudiée soumise au seul chargement

auxilisire 2 F s o 2 e

4 ot ¥ désignent les déformations subies par le systéme hyperstatique sous |'action des forces
réelles.

L'équation appliquée aux liaisons surabondantes permet de déterminer les forces et couples de
liaisons surabondantes définies comme inconnues hyperstatiques.

Nota 1 : Pour les poutres, la déformation de moment fléchissant est prépondérante par rapport aux
déformations d'effort normal et d'effort tranchant.

On obtient finalement en considérant I'application d'une action unitaire en substitution d'une

inconnu hyperstatique :

(pour les ossatures a barres). Cette formulation découlant directement
de I'équation de BDF est également appelé 2°™ équation de Castigliano.

2. EXERCICE D'INTRODUCTION
On considére ici le systéme hyperstatique 1 fois.
a25m 90 kN

El constant El cenazart
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2.1. Méthode Analytique avec choix de I'i hyperstatique : Réaction verticale en B

La démarche d'étude consiste a libérer une inconnu hyperstatique (ici la réactionen B) et a
appliquer le chargement fictif qui assure la compatibilité cinématique des déformations

Aok

4,

"T’ -T’ . 3 . S - W R A

(b) Poutre rendue isostatique @ Poutre rendue isostatique avec
(a) Systame reel avec chargement réel chargement unitaire en B

On appelle Ay la déformée en B dans le systéme mécanique rendu isostatique sous I'effet de la
charge de 90 kN appliquée & I'abscisse 3.5 m.

On appelle &, la déformée en B dans le systéme mécanique rendu isostatigue sous I'effet de la
charge de1 kN appliquée en B.

Les déformées A, et J,, peuvent étre obtenues de maniere simple par I'équation de BDF.

Pour ce faire, nous allons commencer par tracer les efforts internes M et m dans la structure
isostatique soumise au chargement réel d'une part et d'autre part soumise au chargement fictif

unitaire :
Effort interne M pour la poutre isostatique Effort interne m pour la poutre isostatique
(configuration b) (configuration c)
M, {ah 23 25kN A c
)7‘ m, L = =3
_ —IkN(Ly,)x
( }=4P{L“+L”_a]x Pour 0<x< LAB m“}_m
Pour 0<x<a (L +Lye) .
m(x)=—(kN)* L, *(1-——)
M (x)=Pa(l-——— pour * > Lan o L e
Pour X*=>d (Lyy +Lye)
M (@)= QOkN(l{:fmJ(lSm} —236.25kN.m m. (L) ==3.5kN.m
- (14m)

Nota important: Nous avons fourni plus haut 'ensemble des équations analytiques des différents
moments fléchissants pour chacun des trongons. |l est totalement acceptable voire recommandé
dans un exercice comme celui-ci de se contenter de foumnir sur une copie d'examen les seules
allures de M /m et les valeurs extremum. En effet, ce sont les seules données nécessaires pour
effectuer les intégrales de Mohr et c’est bien |4 |'objectif.
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AB= 1_x ml?.-:h !z\[\) _i e I\l.\l.
Déformation [
Ag parles EI 122362 kN.m b?‘f;Nsm EIF<h —K=bil-a)|
intégrales de T Letdm a>b K=a(l-b)
Monr Keb*(1-2)=0.375
2=0.25 ; be0).5
M12236.2 kN.m
M3=3.5 kN.m
14 1 (05-0.25)°
Ay =2 A Q320D ) 036043.5= L #3536.5
"= E'3 w0375 El
Déformation
&y, parles 1 4
intégrales de
Mohr 5 BE=

1 x K X !I: = li[x %]_\l..\l-

1=-3.5 kN.m M3=3.5 kN.m h<b —Kmbil-a)
2=T11400.5 be7/14=0.5 —
L=14m L=14m a>b —sK=a(l-b)

Kab®|1-a)=0.25

14 1 (05-05)° 1
Oy =—(c—————)*(-3.5)*3.5=——*57.17
W= 3 s ) ) El

La réaction hyperstatique peut étre obtenue en écrivant I'équation :

Ap+ X #5y =0=> X =—
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On peut donc déduire les réactions d'appuis Ra et Rc ainsi que les efforts internes pour chacun
des trongons de poutre.

aszism 90 kN

A El constart B fl constant

RA=? Ru=61 .9 kN
Lg=Tm Lg=Tn .
- - - =

Application =7*61.87+90*3.5 ]
du PFS sur z F =0 ZMJ -9 R.= — =—8.435kN .

: et 4 =>
le systéme H
hyperstatiqu R, =90-61.871+8.435=36.56kN
edont la
réaction R e 90 kN
est connue. i

A El constant B El constant
R.=-8.4 kN
RA=3§.§?kN R3=61 ? l‘fwﬂ

- a —»"

Nota : On a bien Rc<0 ce qui correspond & une réaction vis-a-vis du soulévement
de l'appuien C.
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Les équations des efforts internes dans chaque trongon de poutre s'écrit :
X Moment Fléchissant M{x) Effort tranchant V(x)

&

D<x<3.5m %A ‘
X V() Efforts internes

| R de coupure
A

M(x)=R, *x V=R,
M (x=3.5m)=127.96kN.m

0

—_

3.5mex<7m | ’éA

M(x) =R, *x—-90%(x—3.5) V(x)=R,~90
M (x =Tm) = —59.08kN.m
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Tm<x<14m p
i
:\_ >
p
|
Rc=-8.4 kKN

M(x)=R.*(14-x,) Vix)=-R.

Avec x2 abscisse en prenant pour origine le

point B début de la 2°™ travée.

Et les diagrammes d'effort internes peuvent étre tracés.
-59.1 kN.m +36.5 kN
1l +B.4 KN

% &B &C Aé,

<+

+128 kN.m -53.4 kN

Moment fléchissant dans la poutre continue

Veérification :

La réaction d'appui en B vaut bien :

Ry =V proire =

Calc Alan JALIL
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2.2. Autre choix d’'inconnu h i iLe it fléchi sur I'appui B
(+Résolution avec les | Imégrales de Mohr)
On privilégiera cette méthode pour les résolutions manuelles sans outil informatique puisque les
trongons de moments non nuls & intégrer sont limités (par un choix judicieux d'inconnu

hyperstatique).
L'usage des intégrales de Mohr permet également une estimation rapide des trongons d'intégrales
non nulles,
On choisil icil'inconnu hyperstatique le moment sur I'appui B.
M. g=1 KN.m
£ SN

DML

20

é

. ‘T’ 3 o TR

« Poutre rendue isostatique

avec chargement réel. (c) Poutre rendue isostatique avec
« Systéme réel Ici la poutre a été rendue chargement unitaire de type
isostatigue avec une rotule moment en B
interne en B

On note &, la rotation & gauche de
I'appui B.

Il'y a lieu de constater que

&y, > 0 (rotation dans le sens
trigonométrique) et que la rotation
& droite de I'appui B est égal en
amplitude (puisque les travées AB
et BC ont la méme souplesse
élastique). La rotation a droite de
I'appui B vaut donc ici =&,

On note dés a présent ¢"; ...

la rotation a gauche de 'appui B
dans le systéme rendu isostatique

La déformée de rotation & gauche de l'appui B ¢", ., dans le systéme isostatique (b) peut étre
déterminée par application de |'équation de BDF.

Il en est de méme pour la déformée de rotation §,, en B pour I'application d'une charge unitaire
de type moment fléchissant Ma=1(systéme isostatique).

La compatibilité des déformations de rotation de part et d'autre de l'appui B conduit & écrire :
0"y e +2% X85, =0 00 X1 désigne la valeur du moment de continuité dans la poutre réelle et
fas designe la souplesse en rotation au niveau de I'appui intermédiaire B.

Le terme 2*4,, provient de la différence algébrique des 2 rotations de part et d'autre de I'appui B.

Effort interne M pour la poutre isostatique Effort interme m pour la poutre isostatique
(configuration b) (configuration ¢)
Mg=

Calke Alan JALIL



- APPLICATION N*1
estp Résolution des systemes hyperstatiques par méthode des forces ~ Fage 83

A < PETH iy

Moment M(x) dans le systéme ¢

Moment M(x) dans le systéme b

Les déformées 7#-vet Sus_ B Fon_e peuvent &tre déterminées par I'équation de BDF simplifiée :

Lyis+Luc L 2
M (x)*m(x) _F (m(x))
Gow= | ————dx Ppwom,, =) dx
o ! EI M . EI ;
(m(ar'))2
Do b = I

( x ' Origine en B)
39 158 005 158 0 051

= I‘ el + IL ‘ LEIl 1/3°157.5%0.5 + 157.5/6%(2°0.5+1)) 3.5

0o 158 = (1/EN*2756

T 10 1
fm? 1+'=J ‘ X " vegyn 7
0

= 1/El] 2.3333 )
Ppw+ X, ‘('wn_w_um_ “Pn ko, )=0

—Ps_w —275 6

> (@o wowi, =P m, ) 233%2
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Intégrales de MOHR

L
Intégrales de Mohr (valeurs de t' MM d )

M

le—tu]

1M Ma( am, + My) 22 M M3 L, My
3 [ 6 3
LMy Maf v, «2Mm2) L=a ay M. L M
6 6 6 3
PETRYIPS SV YA 223 MM
Mo-l-[l.\lu-}h] 3 3 a -H‘J-{ Ms+ Ms)
J-M.M;d-i-)l;&!; -J-:"MIMJ )
6
Loty M L€ M1+ M2) M3 Loy M3 2 My Ms
2 2 o 2 3
b= 2
- 2bap .‘_rh.“‘““. [J_--%:L]Mui\{z
-—n L] 3 4
g d Leboboapom
M? Lab af, Mo a<b—=K=b(l-a) g
6
a>b—=K=ai(l-b)
2y gl 01-b) )
b(3.b) M (ER R PPN L b (2:D) ppy my
My MM N 3 :
6 ﬁ“.\ M M3
pour K, voir ci-dessus
M3 Lag, My L( M+ M) M; dacal ap; M £ M Ms
Wil il 3 3 3 "
'“"M L Ms L(ae M) ny | AR MM Lt My
3 12 12 5
‘m.\h Loy My Ly 3 M L M1 My Ly My
12 12 .
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0. EXERCICE PORTIQUE BI-ARTICULE EN PIED

On considére ci-aprés le cas d'un portigue métalligue reprenant les surcharges apportées par un
tablier de
=

Le schéma statique de la structure est indiqué ci aprés

vevebeebibbbbel

4 s
PR B M s PR || - SHS— PR 5
E
i

A

........ 20m
0.1. Déterminer le degré d'hyperstaticité de la st

0.2. Déterminer I'inconnu hyperstatique — ( on choisira la poussée en A)
0.3. Tracer les diagrammes M,N,V pour la structure de portique
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