Etude 1

Polynéme d’interpolation de Lagrange

1. Polynéme de Lagrange
(ag, .., a,) € K"+ 2 a 2 distincts

(b, ..., by) € K"+

v On vérifie que P soit dans le noyau de u

PeKerue N=(X-ay)..(X —a,)divise P

Keru=(N) et degN=n+1
v' Théoréme de la division euclidienne par N

K[X] = (N) @ K,[X]

= Keru @ K,[X]

v Théoréme fondamental

o | Ku[X]= Imu i .
it : P s u(P) est un isomorphisme
DoncdimK,[X] =n+1=dimImu

¥’ Onendéduit une relation entre Imu et K"+

Imu sevde K"*'
dim/mu=n+1=dimK"*

Donc Imu = K+
[ Donc 3!L € K,[X],vk € [0,n], L(ay) = L(by)

2. Polyndmes de Lagrange associés
(ag,....a,) € K" 242 distincts

(0,..,0,1,0,...,0) € K+

Alors wj € [0,n],3!L; € K, [X],vi € [0,n], [L;i{a;) =6
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3. Base des Polynomes de Lagrange
F = (Lo ... Ly,) famille de n+1 polynomes de K, [X]

dimK,[X]=n+1
v Onmontre que la famille est libre

n
(gr - 2a) € K™D Ay - Ly = Oy

k=0
n
viel0nl, ) A-Lia)=0
k=0
v Onendéduit que c’est une base
F est une famille libre de I, [X]

card(F)=n+1 = dimK,[X]

Donc F est une Base de K, [X] dite [Base des polynémes de Lagrange

4. Explicitation de L
(X —ag) o (X — a1 )(X — aj41) - (X — @)

(a; — ag) - (a; ~ @j_1)(a; ~ @) - (a; — a,.)

vj € [0,n],L; =

T -a)

- k=0 (ﬂf - ak)
kzj

VL € K,[X).| L= Z Llay) - Ly

L(a,—) = Z!‘k . Lk(a;) = AI

k=0

Donc

5. Matrice de Van Der Monde
i K,'[X]—'K"+l

P~ (P(ap),..P(a,)) linéaire

B.={Xx°Xx X% .. X"} B ={Lg, Ly, ...,L,} = base des polyndmes de Lagrange
L @ - a
Matg (@) =|: : : &
1 a, a4 - al e
= Van Der Monde (ay, ..., a,)
= Viag, ... ay)
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