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Q Distribuicao de Massa

» A distribuigdo de massa de um sistema (ou corpo) em torno de eixos e planos especificos é importante
para a descricao do seu movimento rotacional.

o
» Momento de Inércia

= Medida da distribuicao de massa de um sistema (ou corpo) em torno de um eixo
especifico.

= Fisicamente, representa a medida da “resisténcia” de um sistema em ter seu movimento de
rotagdo em torno de um eixo alterado (inércia de rotacgao).

= Por definicdo, o momento de inércia de um sistema (ou corpo) em relagéo a um eixo Ou
arbitrario é dado por:

S 2 - Grandeza escalar
= — 2
Jou = Zmirf o JOu= j repdV | (27) - Unidade: kg.m?2
= 'J'IOH =0
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Q Distribuicao de Massa

» A distribuigdo de massa de um sistema (ou corpo) em torno de eixos e planos especificos é importante
para a descricao do seu movimento rotacional.

» Momento de Inércia

= Considerando um sistema de coordenadas cartesianas Oxyz(i,j, k), os momentos de inércia

em relagao aos eixos coordenados do sistema podem ser escritos, como segue:

N
Jox = Z m.i()’tz + ztz) “i’m Jox = f(yz +z%)pdV
i=1

N
Joy = Zm;(xf +22) = Joy= I(xz + z¥)pdV
=1

N

Jor =Y mia +52) 2, Jor =[G+ ypav
i=1

Departamento de Engenharia Mecanica

Para figuras no plano Oxy:
Joz = Jox + Joy
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Q Distribuicao de Massa

» A distribuigdo de massa de um sistema (ou corpo) em torno de eixos e planos especificos é importante

para a descricao do seu movimento rotacional.
0

» Produto de Inércia a C_b

= Medida da distribuicdo de massa de um sistema (ou corpo) em relagcdo a um plano
especifico.

= Por definigao, o produto de inércia de um sistema (ou corpo) em relagdao a um plano Ouv
arbitrario é dado por:

N - Grandeza escalar
Jow = Z muv; = Jow = f(uv)pdV (29) - Unidade: kg.m?
A “Jouwr 20 0U Jou, =0

Onde u; e v; sdo a coordenadas de cada particula P, no plano Ouv.
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Q Distribuicao de Massa

» A distribuigdo de massa de um sistema (ou corpo) em torno de eixos e planos especificos é importante
para a descricao do seu movimento rotacional.

» Produto de Inércia

= Considerando um sistema de coordenadas cartesianas Oxyz(3,], E), os produtos de inércia
em relagao aos planos coordenados do sistema podem ser escritos, como segue:

-]

N
Joxy = Z miX;y; n? Joxy = j(x}')-odv
i=1

N
Joxz = Zmixizi o Joxz= J’(IZ)PCW (30) .
i=1 - Para figuras no plano 0xy: Jox; = Joyz =0
N - Os produtos de inércia sao simétricos:
IOJ'Z = Zmiyizi n?w )'03"3 = j(yz)pdv )’L‘).r_v = .v’[)y.r s Joxz = JFI:)Z.\‘ 2 J'rt"}yz = f{]zy
i=1
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Q Distribuicao de Massa
» Tensor de Inércia

= O tensor de inércia relne as informagoes relacionadas a distribuicdo de massa
de um sistema ou corpo em torno de um ponto no espaco.

= A representacdo matricial do tensor de inércia com respeito a um sistema de
coordenadas cartesianas Oxyz(i, j, k) é dada por:

Jox  —Joxy —Joxz
[I]Oxyz = _J'Oxy IOy _J‘Oyz (31)
—Joxz —Jo vz Joz

* [Ioxy. representa a distribuicao de massa de um sistema ou corpo em torno da origem do sistema de coordenadas
Oxyz (i, i, R) .

* Em dindmica de corpos rigidos, o sistema de coordenadas Oxyz(i, ], k) é geralmente solidario ao corpo, de forma
que [1]oxy, permanega constante no tempo.

= O tensor (ou matriz) de inércia & simétrico e positivo-definido.
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Q Distribuicao de Massa

» Transformacéo de Coordenadas

= Em diversas situagoes, & desejavel avaliar a matriz de inércia de um sistema ou corpo com respeito a diferentes
sistemas de coordenadas com origens e orientagdes distintas.

[I]Oxyz = [I]O'x’y'z"
= Translacdo de Eixos (Teorema dos Eixos Paralelos)

o Essa transformacdo consiste em correlacionar os momentos e
produtos de inércia entre dois sistemas de coordenadas transladados

entre si.
o Os sistemas de coordenadas possuem a mesma orientagao e origens z
distintas. Seja:
GT?E(?, ? f() solidario ao centro de massa do corpo 0
Oxyz(i.jk), talque x X, yIV e z Iz
A

(G — 0) = ai + bj + ck (expresso no sistema Oxyz(i,j,k))
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Q Distribuicao de Massa
» Transformacéo de Coordenadas
= Translacao de Eixos (Teorema dos Eixos Paralelos)

o Nestas condigdes, é possivel demonstrar que:

_ 2 _ 2
Jox =Jezx +mdix o |[Joz =Jox—mdix
Joxy = Jgzy + mab Jexy = Joxy — mab z
dZ;: distancia entre os eixos Ox e GX (d2; = b? + ¢?) 0
a,b, c: coordenadas de G no sistema Oxyz(i,j, k).
X

o As transformagdes para os outros momentos e produtos de inércia
sdo andlogas. Generalizando:

b? + c? ab ac
[I]nyz = [I] cxyz T ab a? + c? bc
ac be a’ + b?
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Q Distribuicao de Massa
» Transformacéo de Coordenadas
= Rotacao de Eixos

o [Essa transformagdo consiste em correlacionar os momentos e produtos de
inércia entre dois sistemas de coordenadas rotacionados entre si.

o Conhecendo o tensor de inércia [I],, é possivel determinar o momento de inércia
do sistema ou corpo em relagdo a um eixo arbitrario (0, i) passante por 0, como
segue:

0xyz(ijk) Jou = (@} Moy, (i} ?L

_ T
Jou =@} Mot} —— il =cosai+cosfi+cosyk

o Portanto, conclui-se que os elementos da matriz de inércia, em geral, variam se os eixos coordenados sao
rotacionados em torno de 0.

Prof. Francisco J. Profite - fprofito@usp. 25/03/2024



\ ESCOLA
POLITECNICA
DA USP

Q Distribuicao de Massa
» Transformacéo de Coordenadas
= Rotacao de Eixos
o Dessa forma, combinando as rotagdes em torno de 0, é possivel demonstrar que

a transformacdo da matriz de inércia entre os sistemas de coordenadas Oxyz e
Ox'y'z', rotacionados entre si, é dada por:

Moy = [RI Moy [R]

[R]: matriz de rotagédo de Ox'y'z’ em relagdo & Oxyz.
A

= Observacoes

o A translacdo de eixos permite apenas a mudanga de origem do sistema de coordenadas com respeito ao
gual a matriz de inércia é definida. As orientagoes dos sistemas permanecem as mesmas.

o Arotacdo de eixos permite apenas a mudanga de orientagdo do sistema de coordenadas com respeito ao
gual a matriz de inércia é definida. As origens dos sistemas permanecem as mesmas.

o Quando se deseja alterar, simultaneamente, a origem e a orientagdo do sistema de coordenadas, as
transformagées devem ser aplicadas em sequéncia.
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Q Distribuicao de Massa

» Eixos Principais e Centrais de Inércia

As transformagoes de coordenadas anteriores demonstram que a matriz de inércia referente a um ponto arbitrario
0 varia de acordo com a rotagao do sistema de coordenadas Oxyz em torno da origem 0.

Dessa forma, pode-se vislumbrar a existéncia de um sistema de coordenadas, com origem em 0, tal que a matriz de
inércia associada seja diagonal, ou seja, com produtos de inércia nulos. Matematicamente:

Jox 0 O . L .
0X, OY,0Z: Eixos Principais de Inércia.
Moxyz=|0 Joyr O P

0 0 Joz Jox» Jov:Joz: Momentos Principais de Inércia.

E importante ressaltar que, para todo ponto O associado a um sistema ou corpo, existe um nico conjunto de eixos e
momentos principais de inércia.

Quando o ponto em questio é o centro de massa do sistema ou corpo, define-se os eixos e momentos centrais
principais de inércia:

GX, GY,GZ: Eixos Centrais Principais de Inércia. Jex: Jov.Joz: Momentos Centrais Principais de Inércia.
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